
Pytania i zadania na egzamin.

1. Wypowiedzie¢ tre±¢ twierdzenia podstawowego rachunku caªkowego:
Je»eli f jest funkcj¡ ci¡gª¡ w przedziale [a, b] oraz

F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt,

to F ′(x) = f(x) dla dowolnego x w [a, b].
Na podstawie twierdzenia prosz¦ wykaza¢, »e je»eli funkcja G(x) jest funkcj¡ pierwotn¡

dla f w przedziale [a, b], to
∫ b

a
f(x)dx = G(b)−G(a).

2. Podac de�nicj¦ normalnego ci¡gu podziaªów przedziaªu, sum caªkowych (mog¡ by¢
tylko sumy po±rednie) oraz caªki oznaczonej. Na podstawie de�nicji caªki oznaczonej
pewnej funkcji obliczy¢ granic¦

lim
n→∞

13 + 23 + ... + n3

n4
.

3. Przedstawi¢ twierdzenie o zmianie zmiennej w caªce oznaczonej (najlepiej wersj¦ z
wykªadu). Zastosowa¢ do caªki ∫ 1

0

x
3
√
x2 + 3 dx.

4. Poda¢ de�nicj¦ pola �gury pªaskiej. Poda¢ wzór na pole �gury, ograniczonej wykre-
sami dwóch funkcji ci¡gªych.
5. Obliczy¢ obj¦to±¢ sto»ka ±ci¦tego o promieniach podstaw R > r > 0 i wysoko±ci h
na dwa sposoby - jako skutek obrotu wokóª osi Ox i Oy wykresów pewnych funkcji.
6. Obliczy¢ na podstawie caªki moment bezwªadno±ci jednorodnego (czyli o staªej g¦-
sto±ci wsz¦dzie) walca wzgl¦dem jego osi obrotu. Wzór to I = 1

2
mr2. Mo»na wyj±¢

od pier±cieni o gubo±ci ∆xi i promieniu wewn¦trznym xi, gdzie xi to wyrazy ci¡gu
podziaªów przedziaªu [0, r]. Taki pier±cie« ma w przybli»eniu moment ∆mix

2
i , gdzie

∆mi to jego masa.
7. Wykaza¢, »e funkcja f(x, y) = x3y3 nie posiada ekstremum lokalnego w punkcie
(0, 0). W tym celu wystarczy wykaza¢, »e w ka»dym otoczeniu tego punktu s¡ inne
punkty, w których funkcja ma warto±ci dodatnie, a tak»e takie, w których funkcja ma
warto±ci ujemne. Poda¢ twierdzenie mówi¡ce o tym, przy jakich zaªo»eniach funkcja
posiada ekstremum lokalne (chodzi wi¦c o warunek wystarczaj¡cy ekstremum).
8. Napisa¢ wzór Taylora dla funkcji 2 zmiennych z reszt¡ R2. Oszacowa¢ t¦ reszt¦ dla
funkcji f(x, y) = x sin y + y cosx, gdzie (x0, y0) = (0, 0), x = y = 0.01.
9. Obliczy¢ caªki z ró»niczek dwumiennych:
a) ∫

3
√

3x− x3 dx

b) ∫
3
√
x

4

√
3
√
x− 1 dx

1



10. Poda¢ tre±¢ twierdzenia o funkcji uwikªanej. Zastosowa¢ do obliczenia pochodnej
funkcji uwikªanej y(x) w punkcie x = 1, danej równaniem

y cos y + x lnx = 0,

której wykres przechodzi przez punkt (1, 0). Najpierw trzeba wykaza¢ istnienie tej
funkcji.
11. Poda¢ de�nicj¦ pochodnej cz¡stkowej i jej interpretacj¦, a tak»e obliczy¢ podan¡
pochodn¡ (b¦dzie podana).
12. Poda¢ twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za« równania ró»niczko-
wego typu ogólnego y′ = f(x, y) z zadanym warunkiem pocz¡tkowym oraz analogiczne
twierdzenie dla równania o rozdzielonych zmiennych. Dla równania o rozdzielonych
zmiennych poda¢ uwikªan¡ posta¢ rozwi¡zania (byªa w dowodzie twierdznia, zawiera
dwie caªki oznaczone).
13. Czym jest zbiór rozwi¡za« równania ró»niczkowego liniowego jednorodnego rz¦du
2(ewentualnie rz¦du n)? Poda¢ twierdzenie mówi¡ce o postaci przestrzeni rozwi¡za«
równania niejednorodnego rz¦du 2(ewentualnie rz¦du n).
14. Metod¡ uzmienniania staªych rozwi¡za¢ równanie (czyli poda¢ rozwi¡zanie ogólne)

y′′ − 2y′ + y =
ex

x
.
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