
Liczby zespolone 3.

1.Rozwi¡za¢ równania kwadratowe i dwukwadratowe w zbiorze liczb zespolonych, tzn. znale¹¢ ich zespolone
rozwi¡zania, (wzory z delt¡ s¡ aktualne):

a) iz2 + z + 2 = 0

b) z2 + iz − i = 0

c) z4 + 3z2 + 4 = 0

d) z4 − z2 + 1 = 0

2. Rozwi¡za¢ równanie
z4 = (4− 3i)2

3. Wyznaczy¢ 3
√
1− i. Wskazówka: Argument liczby w0 b¦dzie uªamkiem o mianowniku 12. Sposób I: mo»na

go rozbi¢ na sum¦ (albo ró»nic¦) uªamków o mianownikach 3,4 albo 2,6 i zastosowa¢ wzory na sin(a + b) i
cos(a+b) sumy (lub ró»nicy). Sposób II: Jednym z pierwiastków, niekoniecznie w0, b¦dzie liczba o przyzwoitym
argumencie. Je»eli j¡ wyznaczymy, to pozostaªe mo»na wyliczy¢, stosuj¡c liczb¦ ε3, czyli obrót o 2π/3.
4. Posta¢ wykªadnicza. De�niujemy

eix = cosx+ i sinx

dla rzeczywistej liczby x. Zauwa»my, »e ze wzorów na mno»enie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej
wynika, »e tak okre±lone pot¦gowanie ma normalne wªasno±ci, tzn. eix+iy = eixeiy oraz eix−iy = eix/eiy. Mamy

te¹, co ªatwo sprawdzi¢, eix = e−ix = eix. Wynikaj¡ st¡d tzw. wzory Eulera:

cosx =
eix + e−ix

2
oraz sinx =

eix − e−ix

2i

Prosz¦ wyprowadzic te wzory na podstawie powy»szej de�nicji.

5. Na podstawie wzorów Eulera wyznaczy¢ cos2 x, sin2 x, cos4 x i sin4 x przy pomocy pierwszych pot¦g sinusa
i cosinusa, ale dla wielokrotno±ci k¡ta x. W pierwszych 2 przypadkach otrzymamy znane wzory "poªówkowe".

6.** Mo»na na podstawie wzorów Eulera i wzoru na sum¦ n wyrazów ci¡gu geometrycznego rozwi¡za¢ za-
danie 8.43 z Krysickiego. Jest to do±¢ skomplikowane rachunkowo.

7. Macierze. Prosz¦ na podstawie wykªadu i innych ¹ródeª nauczy¢ si¦ mno»enia macierzy. Prosz¦ spró-
bowa¢ rozwi¡za¢ zadania z: Krysicki, Wªodarski tom 1 (Analiza matematyczna w zadaniach.). Odpowiedzi s¡
na ko«cu zbioru.
a) 9.69 - 9.74 dotycz¡ce iloczynu macierzy. Mo»na zaobserwowa¢ ciekawe efekty w zadaniach 71-73, które mozna
opisa¢ w j¦zyku wierszy.
b)* Prosz¦ zaproponowa¢ mno»enia, które dadz¡ podobne efekty dla kolumn, co mno»enia z zada« 71-73.
c) 9.83
d) 9.101 - 103
e) Niech

A =
[
1 1 1 1

]
B =


1
1
1
1

 .
Wyznaczy¢ iloczyny AB i BA.
f) czy jest mo»liwe, »e AB = 0 dla niezerowych macierzy A i B?

8. Prosz¦ spróbowa¢ zrozumie¢ na podstawie wykªadu i innych ¹ródeª de�nicje wyznacznika i rz¦du macie-
rzy. Uwaga, de�nicje w ró»nych podr¦cznikach mog¡ si¦ pozornie ró»ni¢, ale przedstawiaj¡ one jednak jedno
poj¦cie. Nic nie szkodzi, gdy kto± znajdzie inn¡ de�nicj¦.
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